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En este breve trabajo vamos a dar unas pinceladas de la nocion de infinito
en matematicas y de la aparicion de niumeros que escapan al imperio unificador
de la razén (nUmeros transcendentes e imaginarios). Aunque estas magnitudes
son construcciones de la mente, veremos lo que tienen de modelo para la
aprehension cientifica de lo real.

El andlisis infinitesimal nacié de problemas fisicos y geométricos. Asi los
griegos introdujeron lo infinitamente pequefio cuando consideraron que un
circulo diferia infinitesimalmente de un poligono que tuviese un gran nimero de
lados iguales (KASNER-NEWMAN, p. 40). También las famosas paradojas de
Zendn, el aléata, crearon serios quebraderos de cabeza con la infinitamente
posible division de una recta.

Méas tarde Fermat estipuld la nocién de derivada para calcular, por
ejemplo, la velocidad de un objeto cayendo justo t segundos después de haber
empezado a caer. Para ello derivaba la expresion de Galileo para la caida de los
cuerpos: d=16.t>; d'= 32.t

La nocion de integral definida nacié del problema fisico de hallar areas de
figuras limitadas en todo o en parte por curvas (geometria de los indivisibles de
Cavalieri). Fueron Leibniz y Newton los que méas desarrollaron el calculo de lo
infinitamente pequefio (infinitésimos). Un infinitesimal (dx) es para Leibniz una
cantidad distinta de cero, pero menor que 1; 0,1; 0,01;..., y cualquier otro
namero positivo. Ademas es posible operar con tales infinitesimales como se
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hace con los numeros ordinarios. Para Leibniz una derivada no era sino el
cocciente entre dos de estos infinitesimales. Sin embargo, Leibniz sostenia que
ontolégicamente los infinitesimales eran numeros ficticios o ideales, aunque
operativos. Esto nos indica que la nocién de lo infinitamente pequefio comenzé
ya siendo algo ficticio, totalmente ajeno a la finitud de los real.

Las ideas de Leibniz y Newton sobre lo infinitamente pequefio eran
confusas y recibieron bastantes criticas. Fue Berkeley quien arremetié contra las
oscuras nhociones del analisis. Decia que las fluxiones (derivadas) eran
incomprensibles. Sobre los infinitesimales Berkeley sefalaba que eran
“fantasmas de cantidades desaparecidas” (KLINE, p. 175).

Berkeley sefialaba que operando con infinitesimales hay un momneto en
que el resultado de la operacion no se puede saber si es infinitesimal o no. Por
ejemplo, si dx es infinitesimal, sin duda 2.dx, 3.dx son también infinitesimales,
pero para n.dx, si n es lo suficientemente grande quizas ya el producto no lo
sea. En este hecho consiste la llamada propiedad arquimedeana de los nimeros
reales. El calculo de infinitésimos de Abraham Robinson responde precisamente
a esta objecion.

En el siglo XVIII estaba el analisis en un atolladero. A instancias de
Lagrange, la Academia de ciencias de Berlin propuso un concurso para
la solucion al problema del infinito en matematicas. Pondré a
continuacion el texto de la convocatoria por el interés que tiene para el
tema que estamos tratando:

La utilidad de la matemética, la estima en que es tenida, y el
honorable nombre de ciencia exacta por excelencia que se le da con
justicia son debidos a la claridad de sus principios, al rigor de sus
demostraciones y la precision de sus teoremas.

Para asegurar la perpetuacion de estas valiosas cualidades en
esta elegante parcela del conocimiento se necesita una clara y precisa
teoria de lo que se llama el infinito en matematicas.

Es de todos conocido que la geometria avanzada emplea
regularmente el infinitamente grande y el infinitamente pequefio. Sin
embargo, los gedmetras de la antigliedad e incluso los antiguos analistas
se esforzaban por cualquier aproximacion al infinito, mientras que cierto
eminentes analistas modernos admiten que la expresion magnitud infinita
es una contradiccion en sus términos.

La Academia desea, por tanto, una explicacion de cédmo es que
tantos teoremas correctos han sido deducidos de una suposicion
contradcitoria, junto con el enunciado de un principio seguro, claro, en
resumen, verdaderamente matematico, que pueda sustituir debidamente
a la de infinito sin hacer, no obstante, que las investigaciones realizadas
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por medio de él sean extremadamente dificiles o largas. Se requiere que
el tema sea tratado con toda la generalidad posible y con todo el rigor,
claridad y sencillez posibles. (KLINE, pags. 179-180)

El concurso lo gand el trabajo titulado El infinito es el abismo en el que se
hunden nuestros pensamientos, del suizo Simon L’Huillier, quien poco hizo mas
gue mejorar algo la teoria de limites.

La nocion de infinito se ha aclarado algo sélo con la dilucidacion misma de
la nocién de ndmero. El nimero puede ser definido en virtud de clases. Un
namero sera el conjunto de clases que posean la misma cardinalidad y cuyos
elementos son biunivocamente emparejables (KASNER-NEWMAN, pég. 31). El
concepto de infinito matematico surge, podriamos decir, cuando tratamos de
medir nuestro conjunto de medida: los nimeros naturales.

Asi, Cantor, mediante la definicion de cardinalidad por clases, establecio
una aritmética de lo infinitamente grande. Demostr6 que una clase infinita
(verbigracia, la de los numeros naturales) tiene la singular propiedad de que el
todo no es mayor que alguna de sus partes (verbigracia, la de los nimeros
pares, la cual es también una clase infinita). Ambos conjuntos poseen la misma
cardinalidad, lo cual se prueba en que pueden ser emparejados biunivocamente
ad infinitum:

Cantor define la cardinalidad de esos dos conjuntos con un nUmero nuevo
e infinito: O, (aleph sub cero). Segun Cantor [, es el primero de los numeros
transfinitos. A la pregunta de cudntos numeros naturales hay seria ambiguo
decir que infinitos. Hay exactamente [, niUmeros naturales. Asi se puede operar
con [0, como con cualquier otro niUmero:

Oo+n="0
D0+D0:D0



Oo.n="0g

(0o)"=0o
Pero Cantor descubrid transfinitos mayores que Oy, es decir, clases de
nameros con los que no era posible establecer una relacion biunivoca con los
nameros naturales. Eran clases no numerables. Por ejemplo la clase de los
nameros reales (racionales + irracionales), que incluye los nameros
transcendentales. Esta clase es mayor que la de los nimeros naturales, es

decir, su cardinalidad es mayor que .

Cantor demostré la no numerabilidad de los reales, demostrando que era
imposible emparejar los numeros entre 0 y 1 con los naturales. Elaboré una
ordenacién de los reales en forma decimal y los emparejé con los nimeros
naturales. Mediante el método diagonal vio que se podia encontrar enseguida un
decimal omitido en la escrupulosa ordenacién de los decimales, y que era bien
distinto de ellos. Con todo esto se demuestra que hay conjuntos infinitos y no
numerables. La cardinalidad de los niUmeros reales es, segun Cantor, la llamada
potencia del continuo (C).

C+DO=C
C.D():C
c.c=cC

Cantor establecié que (0o)"° = C. Los nlimeros reales sirven de patrén de
medida de las clases con cardinalidad C. De este modo, aparentemente tan
sencillo, se crea una aritmética de lo infinitamente grande en la que cantidades
ideales -pues incluso la suma de protones del universo entero es menor que Oy-
son posibles de dominar mediante la razén matemaética.

Se resuelven asimismo las famosas paradojas de Zenon. Por ejemplo, una
linea pequefiisima tiene tantos puntos como otra de muchos kildmetros ya que
se puede establecer una correspondencia biyectiva entre ambas. Aquiles puede
andar mucho mas lejos que la tortuga sin tocar, sucesivamente, mas puntos.
(KASNER-NEWMAN, péags. 59-60).

Antes de hacer una aproximacién a lo infinitamente pequefio segun
Abrahan Robinson, conviene detenerse un momento en nimeros reales cuyos
decimales constituyen una seria infinita; son nimeros que no satisfacen a
ninguna ecuacion algebraica con coeficientes enteros. Son los nuameros
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transcendentales. Lindemann demostré de 1882 que 1 es un numero
transcendental. Tt puede ser determinado por series infinitas, como por ejemplo,
la que ofrecio Leibniz:

W4=1-1/3+1/5-1/7+1/9-1/11+ ...

T es un numero finito expresable con exactitud Unicamente como la suma
0 el producto de una serie infinita de numeros diferentes. Lo mismo ocurre con el
namero e, también transcendente, que sélo puede determinarse mediante una
serie infinita de numeros, por ejemplo, a partir del desarrollo de (1 + 1/n)"
cuando n tiende a infinito. Es de destacar que e no sélo es importante en la pura
matematica, sino también en ciencia aplicada, especialmente en economia y
teoria de probabilidades. Tiene, podriamos decir, un valor ontolégico-dinamico,
pues por ejemplo, la funcion y = € permite describir matematicamente la razon
de las cosas que cambian y crecen. Aunque sélo tenemos aproximaciones a los
nameros Ty e mediante series infinitas, sin embargo, hay formulas en las que se
puede determinar con exactitud su proporcion. Es el caso de la elegante formula
de De Moivre: e™+ 1 = 0.

El hecho de determinar nimeros finitos -ejemplo de Tty e- mediante series
infinitas de numeros es algo que Abraham Robinson aplica a su calculo como
base fundamental del mismo. Asi, todos los niumeros reales se pueden reducir a

sucesiones convergentes de ndameros racionales. Por ejemplo, las sucesiones

n n+1
dadas por nel y n cuando n tiende a infinito son dos sucesiones diferentes

gque expresan un mismo namero, a saber, el 1.

Robinson establece el conjunto de numeros hiperreales *R, donde un
namero hiperreal o no estdndar es una clase de equivalencia de sucesiones de
nameros reales, no racionales. Todos los nimeros, reales e hiperreales, pueden
ser definidos en forma hiperreal. Asi =< 1, ™, T, T....>. El conjunto de los
nameros reales se divide en dos categorias: los estandar (llamados por
Robinson reales) y los no estandar (llamados hiperreales). Todo numero
estdndar estd rodeado de un halo formado por los nameros infinitamente
préximos a él, sin que pueda haber dos numeros estandar dentro del mismo
halo. Estos numeros so6lo son discernibles mediante el analisis no estandar de
Robinson. Los numeros infinitesimales o los reales estandar se toman como
conjuntos externos dentro del analisis no estandar. La aplicacion ontoldgica del
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célculo robinsoniano supone poder descubrir la presencia de fendmenos
intermedios alli donde antes se observaba una discontinuidad, un salto brusco. Y
viceversa: también permite el estudio matematico de estructuras irregulares de
tipo fractal. (DIENER, pag. 282). De este modo el ambito de lo infinitamente
grande (Cantor) y el de lo infinitamente pequefio (Robinson) quedan bajo el
imperio de la razén matematica que durante muchos siglos los habia arrumbado
por creer que lo infinito no puede ser pensado con rigor por nuestra mente finita.
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